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RESUMEN Se daran condiciones para 180existencia de puntos fijos comunes de pares de
aplicaciones I y 9 definidas de un subconjunto K de un espacio metrico completo (x, d) en
sl mismo, que conmutan entre sl y que satisfacen para algiin a E (0,1) 180 condicion
Se demostrari ademas que bajo estas hip6tesis, y la de ser K acotado, 9 resulta ser
asint6ticamente regular y I satisface
in! d(z,lz) = o.
•EK
Sobre una 0 ambas de / 0 9 Be impondrin generalmente condiciones de continuidad 0 de
pertenecer a la clase D(4,h).
12 aporte.s
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Este trabajo esta basado sobre los resultados obtenidos por A.T. Aldana en sn tesis de
Maestrla en la Universidad Nacional de Colombia. El trabajo fue dirigido por L. Nova.
No.1. NOCIONES PRELIMlNARES Y OBJETIVOS.
En esta secci6n incluiremos algunos conceptos y resultados basieos bien conocidos. Pre-
sentaremos tambien el esquema del presente trabajo.
DEFINICION 1.1. Sea K un subconjunto de un espacio metrico (x, Ill. Se dice que una
aplicaci6n g de K en B1mismo es uint6ticamente regular en % E K, si
(1.1) lim tl(g"Z,g"+lZ) = 0.
a-oo
donde (g"z). es la sucesi6n de iterativas de Picard de % bcijo g. Por definici6n,
DEFINICION 1.2. Sean K un .ubeoojunto de un eepacio ~co (X, Ill, g una apUead6n de K
en If mlImo. Se dice que g perteneee a la elase D(a,b), COD a~ 0, b ~ O,.r
(1.2) tl(gz,gg) ~ atl(%,g) + bld(%, g%) + tl(g,n)!, z, g e K.
Como toda aplieacl6D .uen la clue D(I,I), lOB de mterB Jo. cua.:
(i) ° s IJ < I, b ~ 0,
(ii) II ~ 1,. b = 0,
(iii) II ~ 0, °s b < 1.
J:l Mtudio de punta. fije» comliDM de operado .... que CODIDDtaD.. I'8IDODta al .ao de 1036
COD loe trabaje» de MarkOY '1 Kakutani, quien. deJDORraroD que ...i K .. un mbcoDjunto
COIlTUO, compacto '1 D~ndo de un eepacto loealmeate COllTexD X, '1 III 1 eI una. familia de
aplicaciOD. liDeal. eoatiDau de K lID af mimw, 1aI cual. CODIIUItaDeatre af, _tone. aiRe
aD pUDlo Pe K tal que T, • p para todo T e 1'"
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En 1954, E. Dyer formu16 la liguiente pregunta: .i j, 9 son funcionl!8 eontinuu de un intervalo
c:errado de la recta real en Ii miamo,y Ii f y g conmutan, ltieneD f Y 9 un punto ftjo COIDnu?
La .... pUeita. negatlva, fue dada independlenteJDente por W.M. Boyce [1] y J.P. Huneke !5j,
en 1969.
Sin embargo. A.J. SChwart. [9j, entre otros, pretJent6. en 1965. algunos resultadoe parclales
pOlittvOt! relaclonadoe con la pregunta de Dyer. Entre otros, demoetr6 que "81 f,9 : 10,1] ..... 10,1]
IOn eontlnuu, eoDlDutaD y f e C'(/O, m, exi.te :r e 10,1] tal que I(x; :::% ::: ,"(x) para algt1n
n ~ I."
Continuando en eRa dlrecd6n, G Jungck 16] dem0str6 que "Ii f es una aplleacl6n continua de
lID espacio wtrieo eompleto (x,d) en almilmo. entoaces f tiene un punta fijo zo en X Iiy 1610
Iiexilten a e (0,1) y 9 : X - X tal. que
(i) O/=/g,
(ii) O(X) c I(x),
(iii) d(gx,gll) ~ o:d(Jz.,f1I), z..JI ex.
"En talel c:lreuutaDclu, zo e8 tambien un punto 6jo de g, y el weo punto 6jo eomnu de
ambaa apllcacione8 ".
rue el art{culo de Jungck el que motiv6 el pretleDte trabaJo. lOD el euall!e e0ll81deran .pllcaclones
f,9 : K - K, donde K e8 un 8ubeonjunto de un eipaclo ~trico eompleto (X, d), que cumplen
Iu cODdicion. Bigulentei:
(1) /, =g/,
(2) para a1gI1D a e (0,1) d(gz., n) ~ ad(Jz., /1J), z.,1JE K.
En naestrol resultadOl DO IUponrlremOl que g(K) c I(K).
ObeerYaremoe que IiK • acotado, 1aI condiciODn (1) y (2) ueguran que g e8 uint6ticameute
regular en cada PllDto de K y que / aatwace
Jg1c d(%, 1%) = o.
Deaotanlmc» CODF, al eonjunto de puntOl fijOl de O.
No. ,LA CLASE D(a,b), CON !J,b~. 0,0 < 1.
En esta HCCi6n estudiarem08 el eonjunto de puntOl &j0l comlllUIi de pares CODlDUtaJltesde
operadoree I,g de IIIlIUbc:OQjUDto eerrado y acotarlo K, de IIIl .. paelo mltrico completo (x,d)
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lID If miamo, para 101 cual. m.te a e (0,1) tal que
aportee
(2.1) d(DZ,DY)$ ad(fz, fy), e, Y e K.
EDglIDeral, IUpondremoe que alguno de ellos perteuece a la c1aIe D(a.,b}, CODa,b ~ O,a < 1.
Comensaremos por demostrar que las hip6tesis de conmutatividad conjuntamente can la (2.1)
implican que D til un operador aaint6ticamente regular de todo punto K, aUn Ai niDguno de
eUOI.ta en D(a,b).
r
LEMA 2.1: Sean (X,d) un espacio ~trico, K UIl subconiunto acotado de x, J Y D apllcaelonee
de K en sf mismo. Sup6ngase que
(1) gf = lu,
(il) exiBte a E (0,1) tal que d(U%,DII)$ ad(jz,JII), %,1/ E K.
EnioncelI, 9 ell uiDt6ticameute regular en todo ponto de K.
DEMOSTR.ACION. Sea % e K ari>itrario. Puesto que I Y D uti8facen lucoadieioaes (i) 1 (ii),
entonCetl
d(g"%,g"+lZ) $ ad(t'-l fz,t' Iz).
Reiterando este proeeeo, obteaemos que
(2.2)
1 po_o que K es acotado y a E (0,1), la conclusi6n 1M! obtiene puando alllinite cwmdo n - 00
en (2.2) ..
La eondicion de acotaci6n IObre K es indispensable para garantisar la regularidad uint6tica,
como Ie oblerYa en el ejempl0 8igu1ente.
Ejempl0 2.1. Sean K = R2 can la ~riea usual, I, D : K ~ K definidu par
/(z,l/) = (11%,11/2 + 3), D(Z,I/) = (7z,I//3 + 4).
ObTiameote
'g(%,,} = ,'(z,,) = (77z,,/6+5).
1, puesto que
• 1
!D(:,,) = ,(Zl, 111)12= 49(: - :1)2 + gh/-1I/)2,
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/ y 9 .. tiD.CeIl (i) '1 (ll) de LEMA 2.1 para cualquier a E 12/3,1).
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Pero, para (1,6) E R2,g"(l,6) = (1",6) Y Ig"+1(l,6)-g·(l,6)/2 = 49· ·36 f+ 0 cuan40 n - 00; ti
decir, g DO" uiDt6ticamente regular eD (1,6).
r.natural ahora, PregaDtaI'Ie acerca del comportamiento de la 8Ucesi6Dde iterativu de Picard
blljo g.
LEMA 2.2. BaJo 1u hip6tesis del LEMA 2.1, (g. x). ti una .ucesi6D de Cauchy de K, para
todo %EK.
DEMOSTRACION. Sean % EK, n,mEN talell que n > m. De (ll) lie obtiene que
d(g. %, gm%) = d(g'" (g"-m e}, glItz) ~ ad(Jg"'-l (g.-m %), /g",-l %),
'1 como J ,g CODmutau,eDtoDCell
Reiterad6D ID-Teeeemueetra que
(2.3)
'1 poeao que K .. acotado y a e (0,1), al puar alIfmite cwuacio m -+ 00 en (2.3) Ie obtieDe la
coDcllUi6A..
O~rvetle que una apUcaci6D T puede aef cODtinna, estar deflDlda en UDcerrado, acotado y
CODTUO,Iler uiDtdticameDte regular en todo pUDto de 8U domiDio, y aliD teller puotOll 6j0ll,
liD que lRI8 iteratiYU de Picard CODverjau.
Ejemplo 2.2. Sean K = {J = r": r ~ I, 0 ~ 9 < 22'} "1 T de8Dida eD K por
{
trei(1+1/2l, 0 s r s 1/2
T(rei') =
~ei('+(l-'l, !< r ~ l.
Clarameme T aplica K ell .t mismo, ell cODtinua y
{tf' :O:S , < 2r} U {OJ = 51 U {OJ
es 111 coujunto de puna Ijo •.
Loe puntoe z = rtf', 0 < r :s 1/2, IODdeuomiDadoe PUDtoe lateriore-., y 10ll z = rei',
1/2 < r :s l,pautol merto .... Sl J =,.u etl lDterior y D ell 10 nfldeDtemeDte grande para que
(!).> .!...3 2r'
aportu
eaeonces 1': 88 exterior. Por otra parte, si z .. exterior, T,. sigue aiendo exterior; y Bi tl( z, 51 ) =
l/k,mtoncetl 1 - r = l/k, de 10 cual
d(Tz, 51) = tl(_I_ei(I+(I-,)), 51) = 1__ 1_ = _1_.
2-r 2-r k+l
AdemH, arg(Tz) = argz + l/k. Se eoncluye que si z e K y nell 10 IUflcieotemente grande para
Que 1': sea exterior, entonces
donde t sa la diatancia de T: a 51.
En eoaseeueacla, para cualquier z e K, IT: - n"+II- O. Slo embargo, Ii z = rei' ell exterior, Y
r < I, entcnces
N-l 1
arg(Tf) = argz + ~ Ie + n I
doade Ie = 6. Como limL:.~rl;r diverge,eDtoDces (1':). diverge, aa1vo cuaodo • 88 un puoto
6jo. Tal como 10obeen6 G. Jungclt, Bi 9 time puntoe fijoa, tiene exactamente uno.
LEMA 2.3: Si ademU de la hip6teaia del LEMA 2.1 SUpODeIDOlIque FI cf; ¢, entoDCetI Fg lie
reduce a un WCO punto.
DEMOSTRACION. En efeeto, SUpoDgaJD08que X,1I e F,. Como 1,1 conmutao yaatiafac:en
(il), eutonc_
d(x,y) = d(gz,n) :5 ad(Jx, /11) = ad(Jgz,/n) = ad(g/z,g/1J).
ApUcando de DUevOla condlcl6n (0) obteaemoe que
'1 repitiendo e8te proC880 n veees, obtenemoe que
Como K 88 acotado y a e (0,1), puaado all£mite ewuado • - 00 lie eoncluye que x = 1J~
De la conmutattvtdad eDne / y g, Ii x e Fg 8Dtoncea O,(z) = (rz). c Fg, en c:auecaeDCla,
Ieg6n el LEMA 2.3, 0,(%) = {z}. Se eODcluye entone. que
TEOREMA 2.1. SI (X,d) • un e.paclo !Mtneo, K es 1Ulsubconjunto aeotado. de X Y I,g : K - K
Illtiafacea
(I) g/=/"
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Iii) existe a E (0,1), tal que a(gz,gg) S aa(Jz, fg), z,y E K.
(ill) Fg'f/;;.
1'1
eotooc. F, nFg ee reduce a un wuco puoto.
Si F':fi ¢, el teorema anterior garantiza la existencia de puntos fijos comunes. El teorema
siguiente muestra que tal es el caso cuando el operador 9 es continuo 0 esta en D(a,b) con
OS b < I, a ~ O.
TEOREMA 2.2. Sean (x,aLun espacio metrico complete, K un subconjunto cerrado y
acotado de x. Si f,g: K - K satisfacen:
(i) Is v s],
[ii] existe a e (0,1) tal que d('%,IJI) S ad(J%, !JI). %, JI e K,
(iii) g es cootinua 0 9 e D(a,b), COD 0 S b < I, a ~ 0,
entonees, Fg n F, conaiRe de e:xactamente uo puoto z E K, y para cada % E K la suc.i6n (g" %).
de lu iterativu de Picard baJo g converge a este puoto I.
DEMOSTRACION. Segnn el LEMA 2.2 (g.%). es una sucesi6n de Cauchy para todo % e K,
y puesto que K es completo,existe z e K tal que
(2.4) lim g"% = z .
• -00
Como segUn el LEMA 2.1, es asint6tica.mente regular en todo % E X, si z. = gaz entonces
:.. -. z y gz. - z, as] que, si 9 es continua, entonces z E F,. Si 9 no es continua, pero
IE D(a,b), entonces
(2.5)
Il(gz, I) S lI(gl"z.) + Il(g%., z)
S a4(z,%.) + bl4z"z) + d(z..gz.)J + II(,Z., z).
Como z. - 0, Il(%.,gz.) - 0 y ademas b < 1, pasa.ndo de nuevo alllmite cuando ft - 00 en
(2.5), Be obtiene que z = II. Finalmente, el TEOREMA 2.1 garantiza que FJ n Fg = {I} yel
teorema queda demostrado ..
Es natural ahora pregmrtarse: lQue Be puede cOllcluir si es J la que pertenece a la clase
D(a,b)? El siguiente teorema es una respuesta parcial.
TEOREMA 2.3. Sean X un espacio metrico completo y K un subconjunto cerrado de x. Si
J, ,:K - K satisfacen:
(i) II = II,
18 aporte8
iii) exiBte a e (0.1) tal que d(gx. gy) S ad(Jx,IY), X.1I e K.
(iii) f etl aaint6ticamente regular en Xo EK,
(iv) f ED(a,b), con 0 Sa, 6 < 1,
entonces Fj n Fg consme exactamente de un 11010punto z E K. y la lIucesi6n de iterativ8ll de
Picard de Xv bajo 1converge a este punto.
DEMOSTRACION. Como 1E D(4.6) con a < 1, si z,. = rxo entonces
d(: ... ~) = dU"Zo, ["'xo) S 4d(z,._I' ~-l) + b!d(z,.,z,.-I) + d(x,., x"'_I)I·
Puesto que 1 es asintoticamente regular en Xo y 4 < 1, se deduce que la sucesi6n IX.. ).. =
(I"xoin es de Cauchy en K; y como K es complete, existe z E K tal que:
(2.6\ lim rxo = z .
..-00
Al igual que en la demostracion del teorema anterior, pero aplicado a f y a x. = rxo, Be
deduce que z = fz si 1E D(a, b), con b < 1.
Finalmente, como a < 1entonces FJ = {z}, y como f y g conmutan, entonces z = g(z). Esto
demuestra el teorema. I
La condici6n de que J sea asint6ticamente regular en algtin punto no es vacio. Tal es el
CaBO, por ejemplo, si 1E D(a, b) con 4 + 2b < 1, como se muestra en 18).
NO.3. LA CLASE D(a, 0) con 0 ~ 1.
En esta seccion discutiremos la existencia de puntos fijos comunes de pares de oper-
adores, conmutantes, al menos uno de los cuales es no-expansive (es decir en D(I,O)) 0
a-Lipschitziano con 0> 1 (es decir, en D(o.O)).
Examinemos primero el caso de las no expansiones.
TEOREMA 3.1. Sea K un subconjunio cerrado de un espacio metrico completo (x,d). Si
I, 9 : K -- K son tales que:
(i) Ig=g/,
(il) !eD(I,O),
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(iii) existe a E (0.1) tal que d(gx,9Y) $ ad(Jx, fy), X.1I E K,
Hi
entonces, FJ nF, = {z} y (g"Z)a cODverge a z para todo z E K.
DEMOSTRACION. Puesto que J es una no-expansion, Y1, 9 estan relacionados segtin (iii),
entonees 9 es una e-contraccion definida en K, el cual es completo. Par 10 tanto, de acuerdo
con el Principio de ContracciOn de Banach, existe un iinico z E K tal que z = g(z), y ademas
gAz - z para todo :r E K. Como J, 9 conmutan y z es el unico punta fijo de 9 entonees
J;; = Z, Y por 10 tanto,FJ nF, = {z}.
En el caso en que F es a-Lipschitsiana con a > 1, se tiene
TEOREMA 3.2. Si K ell un lJubconjunto cerrado de un espacio m~trico completo, y ai I.9 :
K - K IIOD tales que
(i) Ig=gI,
(ii) IE D(a,O), COD a> I,
(iii) existe 0 < a < i tal que d(gx,gy) $ ad(fx,IY),z,y E K,
entonces FJ n F, = {z} y (ga z). converge a. z para todo z E K
DEMOSTRACION. En este caso las doe funciones son continues, puesto que 110 es y J y
g estan relacionadas par (iii). Ademas, esta ultima. condici6n hace de 9 una. a-contracci6n.
Como K es completo, entonces F, = {z},z E K, Y 130 conclusion resulta de la unicidad de los
punt os fijos de 9 Y de 130 conmutatividad entre J y g .•
NO.4. LA CLASE D(a, b), CON a ~ 0, 0 s b < l.
En esta clase estaran incluidas parte de 130 clase estudiada en 130 secci6n No. 2,asl como los
operadores a-Lipschitzianos.
LEMA 4.1. Sean K un mbconjQ.!lto acotado de un eepacio ~trico completo (X,d). Si t.e :
K - K IOD tale. que
[i ] fg = gl,
(ji) exi8te a e (0,1) tal que d(gz,n) $ ad(jz, I,), .,' EK,
eutoDcee, cualquiera que INla x EK, IiZa = gax, Ie tieDe que




inf d(%,I%) = 0
:lEK
DEMOSTRACION. Aplicando reiieradamente las condiciones (i) y (ii) se obtiene que
C(!I'%,Jg"%) = d(g&%,gJg ..-l%) $ aa(g"-l J%,,--I p%)
$ a"d(r%, r+1x).
Como K es acotado )' 0 < a < 1, pasando al limite cuando n .....00 concluimos 10 deseado. I
El resultado principal de esta seccion es el siguiente
TEOREMA :,.l.Sea K nn subconjunto cerrado y a.cotado de un espacio metrico complete
(x,d). Si J,g: K .....K son tales que
(i I Ig=gf
(ii) exiate a E (0,1) tal que d(gz, gy) $ ad(fz, f1J), X,1J E K,
(iii) IED(G,b)cODIJ~O, O$b<l.
enionces existe :I E K, pun to fijo connin de I y g, Ademss, FJ n F, = {z} y, para cada x EK,
(g"%).. es una sucesiOn convergente a z,
DEMOSTRACION. De acuerdo con el LEMA 2.2, y por ser K completo, si % E K as
arbitraric :. ;~ = u":;;, existe z E K tal que
(4.1) lim g"z = lim z" = z .
• -00 .-00
Del lema anterior Be concluye que
(4.2) lim Jx" = z."-00
Veamos que z es un punto fijo de I. Por (iii),
d(Jg"z,lz) $ Gd(g"x, z) + b{d(~"x,Jg"%) + tl(z, Iz)},
y pasando 3llJmite cuando n .....00 Be deduce de esta desigualdad, del lema. anterior, de las
ecua.ciones (4.1) y (4.2) Ydel hecho de ser b < l,que
z = I(z).
Como ademas d(g'"%,gz) $ ad(lg"-J%,lz) = ad(fg'"-l%,z), entonces
,(z) = z
roL. x xtt ,"\'01 L 21/:3 1985 21
) Ia unicidad cit' ;; eli clara
El teorema queda demostrado ..I
El siguiente ej~1mpio ilustra el anterior resultado, asi COIDnlos ,if 13 5e('d6L N,\, ~.,
Ejempko •. 1. Sean X = R,K = Ii}, lj,f,fj .'K - K definidas por
(x/4, ~;E: Q n !(" ~.
[(1') = {
I.x!S. :'Eln!f:,l)
g(xj = lJ.%' E 10,t]. Es facil comprobar que
(i; Ig(2:) = gf(2:) = 0, para s E 10,ll,
[ii ] 19% - gy! = 0 ~ alf;/; - ,"I, z, y E 10, 1j, " eo (0, I)
(;1i} .f e D(a,t), con 11 ~ 0, b ~ 1/3,
[iv J Fj' nt,= {Ci}
,
AGR.ADECIMIENTOS. Queremos expresar nuestra gratitud al Profesor Jairo A. ,jharris




:1; BOYCE, W.M., "Commuting functions with no common fixed point". Trans, Amer.
Math. Soc. 137 (1969). 77-92.
!2] DAS, K.M. and VISWANATHA-NAIK,K., "Common fixed point theorems for commut-
ing maps on a metric space". Proc. Amer. Math. Soc. 7i No. 3,(1979), 369-373.
!3] GOEBEL, K., "An elementary proof of the fixed point theorem of Browder and Kirk".
Mich. Math. J. 16(1969), 381-383.
[4] GOEBEL, K., KIRK, W.A., SHIMl, T.N.," A fixed point theorem in uniformly convex
spaces". Boll, Un. Mat. Ital. (4) 7(1973), 67-75.
[5] HUNEKE,J.P., "On common fixed points of commuting continuous functions on an
interval". Trans. Amer. Math. Soc. 139(1969), 371-381.
16] JUNGCK, G., "Commuting mappings and fixed points". Amer. Math. Monthly
83(1976), 1-5, 261-263.
l7J xovs, 1., "Some fixed point theorems". Tesis de doctorado, University of Montana,
Missoula, Mt.,1980.
18] NOVA, 1., "Fixed point theorems for some discontinuous operators". Pac. J. of Math.,
123(1986), 189-196.
/9] SCHWARTZ,A.J., "Common periodic points of commuting functions". Mich. Mat. J.
12(1965), 353,365.
110)SMART. D. R., "Fixed point theorems", Cambridge University Press, London, 1974.
